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W Die Newton’schen Gesetze

1. Gesetz (Tragheitsgesetz):

Ein kraftefreier Korper bewegt sich geradlinig mit konstanter
Geschwindigkeit weiter.

= Ein Korper in Ruhe ist also nur ein Spezialfall hiervor.

2. Gesetz (Aktionsprinzip):
4 N

Wenn eine Kraft F auf einen Kérper mit Masse m wirkt,
beschleunigt sie diesen gemal}

F=m-a

- /

= Mit anderen Worten: Kraft und Beschleunigung sind proportional
zueinander; die Proportionalitatskonstante ist m. Insbesondere haben
beide dieselbe Richtung.
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3. Gesetz (Reaktionsprinzip):

Wenn die Kraft F, die auf einen Korper wirkt, ihren Ursprung
in einem anderen Korper hat, so wirkt auf diesen die entgegen-
gesetzte Kraft —F.

= |n der Schule lernt man : "Kraft = Gegenkraft"

4. Gesetz (Superpositionsprinzip):

~

Wirken auf einen Punkt (oder einen starren Korper) mehrere
Krafte Fq, ..., F,, so addieren sich diese vektoriell zu einer
resultierenden Kraft F auf:

F=F’|+...+Fn.

- /
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Historischer Exkurs

= Newton's Gesetze in der
Originalschrift
Principia Mathematica
(1687):

= Lex |. Corpus omne perseverare in statu
suo quiescendi vel movendi uniformiter
in directum, nisi quatenus illud a
viribus impressis cogitur statum suum
mutare.

= Lex Il. Mutationem motus
proportionalem esse vi motrici
impressae, et fieri secundum lineam
rectam qua vis illa imprimitur.
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= Definition:
Ein Feder-Masse-System ist ein System, bestehend aus:

1. einer Menge von Punktmassen m; mit Positionen x; und
Geschwindigkeit v, i=1...N;

2. einer Menge von Federn s;; = (i, j, ks, kq), die die Massen i und j
verbindet, mit der Ruhelange lp, Federkonstante (= Steifigkeit) ks und
den Dampfungskoeffizienten kg

= Vorteile:

= Sehr einfach zu programmieren

= |deal zum Studium verschiedener numerischer Losungsverfahren

= Ubiquitous in games (cloths, capes, teilweise auch deformierbare Obje, ...)
= Nachteile:

= Einige Parameter (Federkonstanten z.B.) sind nicht offensichtlich

= Keine volumetrischen Effekte (z.B. Volumenerhaltung)
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Y  Eine einzelne Feder (mit Dampfer)

= Gegeben: Massen mj und m; mit Positionen x; , X;

= Definiere Vij =

Xj — Xj

Ix; = xi]

= Krafte zwischen den beiden Massen :

1. Von der Feder:

f = karii([x; — x| — lo)

wirkt auf Masse m; in Richtung m;

2. Durch den Dampfer: f] = ka((v;

3. Zusammen : f7 = f7 + f]

4. Kraft auf m; :

fIl — _fU

= Aus (4) — der Impuls bleibt erhalten!
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= Alternative Federkraft:

% = xill = lo

i |
fSJ = ksr,-j

lo

= Ein Feder-Dampfer in der Realitat:
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W  Simulation einer einzelnen Feder

.e 1
= Aus Newton’schen Gesetzen folgt: X = ;f

= DGL der Ordnung 2 umwandeln in DGLs erster Ordnung:
v(t) = f(t)

x(t) = wv(t)
= Anfangswerte: V(fo) = Vo, X(to) = Xo

= "Simulation" = "Integration von DGLs tber die Zeit"

= Taylor-Expansion liefert:
x(t + At) = x(t) + Atx(t) + O(At?)

= Analog: Vv (t + At) = v (t) + Atv(t)

—> Dieses Integrationsverfahren heilt explizite Euler-Integration
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U  Der Algorithmus B

VR =

npen
"

forall particles i

initialize x;, v;, m;

loop:
forall particles i

fi— FE+F+ Y (x5, vi %), V)

J.(ij)eS
forall particles i
S = i
v, + = At o

X;i+ = At -v;

render system every n-th time

f9 = Gravitationskraft

f coll = RiickstoRkraft aus Kollision (z.B. mit Hindernis)
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= Weitere Integrations-Schemata:
= Midpoint

= Vorteil: einfach zu implementieren, schnelle Ausfihrung pro
Zeitschritt

= Nachteil: nur fur sehr kleine Schrittweiten stabil
 Typ.weise At=10%...103 sec!

= Bei grof3en Schrittweiten wird zusatzliche Energie im System erzeugt,
und schlielllich explodiert es ©

= Beispiel: Overshooting bei einfacher Feder

= Weiterer Nachteil: Fehler akkumulieren sich schnell (bei Euler)
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Beispiel fur die Instabilitat des Euler-Integrationsverfahrens

= Betrachte die DGL
x(t) = —kx(t)

= Die exakte Losung:

X(t) — X0 e_kt

= Das Euler-Verfahren liefert:

x"t = xt + At(—kx")
= Falls At > % :

x'h = x" (1 — kAt)

A\ 7/
-~

<0

= xt oszilliert um 0, geht aber (hoffentlich) gegen 0

= Falls At>% = xt — oo |
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= Visualisierung:

position

L

time

= Bezeichnung: falls k gro} — "steife DGL" ("stiff ODE")

= Dann mul} At sehr klein sein
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Veranschaulichung der Fehlerakkumulation

= Betrachte die DGL:

= Exakte LOosung:

= Euler lauft in Spiralen nach

aulden, egal wie klein die

Schrittweite gewahlt wird!

= Fazit: Euler-Integration

die Schrittweite ist!
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W  Weiterer Grund fir Instabilititen ng

= Durch diskrete Simulationsschritte kann Energie im System
entstehen:
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Veranschaulichung von DGLs

= Die allgemeine Form einer DGL (hier):
x(t) = f(x(t),t)

= Visualisiere f als Vektorfeld:

= Achtung: dieses Vektorfeld kann sich mit t andern!

= Ldsung eines Anfangswertproblems = Pfad durch dieses Feld
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= Runge-Kutta 2-ter Ordnung:

= |dee: approximiere f( x(t), t) durch quadratische Funktion,
die an der Stelle x(t), x( t+ ¥2At ) und durch v(t) definiert wird

= Der Integrator (0. Bew.):

h 1

t ot
a;=v azzgf(x,v)
b1 = ! + 1Ataz b2 = if(Xt + lAtal, vi + lAtaz)
2 m 2 2
x1 = xt + Atb, vitt = vt + Atb,

= Runge-Kutta 4-ter Ordnung:

= Der Standard-Integrator unter den expliziten Integrations-Schemata

= Bendtigt 4 Funktionsauswertungen (Krafte berechnen) pro Zeitschritt
= Konvergenzordnung: G(At) = O(At4)
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= Runge-Kutta 2-ter Ordniinn-

Y
o
Z
h2 | n2 X
Xn xn+]

= Runge-Kutta 4-ter Ordnung:
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Verlet-Integration

= Alternative Methode zur Steigerung der Konvergenzordnung:
verwende Werte aus der Vergangenheit

= Verlet: verwendet x(t-At)

= Herleitung:

= Taylor-Reihe in beide Zeitrichtungen entwickeln:

x(t + At) = x(t) + Atx(t) + 1At%&(t) + %At3')'('(t) + 0(AtY)

2
x(t — At) = x(t) — Atx(t) + %Atzi(t) - %At?")'('(t) + 0(AtY)
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= Addieren:
x(t + At) + x(t — At) = 2x(t) + At” %(t) + O(At*)

x(t + At) = 2x(t) — x(t — At) + At” %(t) + O(At?)

= |nitialisierung:

x(At) = x(0) + Atv(0) + %At2(if(x(0), v(0)))

m

= Bemerkung: Geschwindigkeit taucht nicht mehr (explizit) auf
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W  Constraints

= Groler Vorteil gegentiber Euler & Runge-Kutta:
man kann sehr leicht Constraints behandeln

= Definition: Constraint = Einschrankung der Position eines oder
mehrerer Massenpunkte

= Beispiele:
1. Ein Massenpunkt darf nicht in ein Hindernis eindringen

2. Der Abstand zwischen zwei Massenpunkten soll konstant sein,
oder < bestimmter Abstand
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= Verfahren anhand eines Beispiels:

= Constraint:

!
1 — X2l = o
1. Fuhre einen Verlet-Integrationsschritt durch — X't
2. Enforce Constraint: d d
I_HI (_H
X lo X
t+1 ~t+1 1 ~t+1  ot+l
X1 = X ‘|‘§r12'(HX2 — %" = b)
t+1 ~t+1 1 ~t+1 st+l
X = X _5"12'(“"2 =% = b)
d
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= Problem, falls mehrere Constraints denselben Massepunkt
einschranken sollen

= Verwende Constraint-Algorithmen
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